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1. Demostrar que ayp =c=c=10
Supongamos la funcién

W(x) = rerfi (@@)e—

Donde la funcion erfi(x) se define como
2 T
erfi (l‘) = \/E/O €t2 dt
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Vamos a ver cuanto vale a)(x)

(o) = [ (o o L) o)

Es decir que cumple
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Ahora falta demostrar que ¢(x) € L. Una condicién suficiente para la convergencia
es que ¥ (z) tienda a 0 en el infinito'. Para demostrar este limite usemos la regla de
Hopital:
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Usando la regla de Hopital deducimos entonces que lim, ., ¥ (z) = 0. Se demuestra
facilmente que si lim, o, ¥(x) = 0 = lim,_,o, ¢'(z) = 0:
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El cambio de limites no es cierto en general, pero se puede demostrar que, para nuestra
funcién, se puede hacer?. Podemos ahora reescribir este limite, usando (6), como
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Finalmente, elevando al cuadrado
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Podemos usar ahora un teorema de convergencia que nos afirma que si lim,_,, Hz) #+ 00
entonces - -
/ g(x)dx converge = / f(z)dx converge (13)

Dado que sabemos que la integral [*° z% dx es convergente, podemos afirmar que

/1/J(x)2 dz es convergente (14)

!Es importante recordar que esta condicién en general es necesaria pero no suficiente, pero este
caso es especial.
2Pues nuestra funcién cumple las condiciones del teorema de Moore-Osgood.
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De hecho, un andlisis mas profundo demuestra que la integral converge al valor 7.

Entonces hemos encontrado un contraejemplo que demuestra que la proposicion que
queriamos demostrar es falsa.

2. Calcular |0)
Queremos resolver la ecuacion diferencial

xo(x) + 77Z@D{)(:B) =0= ¢y(x) + m7;$¢0($) =0 (15)

Vamos a resolver esta ecuacion, en general, para cualquier funciéon de este tipo el factor

mw mw:c2
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es un factor integrando, es decir:
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Por lo que obtenemos la solucién
e 2h wo fd k‘ — wo = kje_ 2h (18)

Finalmente queremos normalizar la funcién a 1, asi que
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Para calcular la integral Gaussiana usaremos un truco tipico, usando simetria podemos

escribir
_1)
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Donde he usado que
o n_—ar n! 1

Sustituyendo el valor de |k|, obtenemos

Yo = 4] %wew‘e_ 2 (22)
7

Dado que € es una fase global, tenemos la libertad de escoger a = 0, quedando

mwa
o = ,4/%6— b (23)

3




3. Resolver ay) = c.

Queremos resolver la ecuacion ayp = /%5 (m@/} + I 8"’) = ¢. Dado que ¢ es una

mw Ox
constante arbitraria podemos reescribir el problema como
h oy
+ T _ 24
i mw 0x (24)

donde ¢ ahora es otra constante (también arbitraria). Esta es una ecuacién diferencial
lineal de primer orden no homogénea, cuya solucién se puede calcular como v = y+1).,
donde 1)y es la soluciéon general para el caso ¢ = 0 y 1), es una solucién particular para
¢ # 0. En la anterior seccién hemos visto que, para ¢ = 0 la solucién general es

mwz2

o(r) = ae™ 2n (25)

Donde « es una constante arbitraria (aw € C) Por otra parte, en la seccién 1 vimos que

Ulw) = Vrerf (/2 )e 5 (26)

es una solucion particular para ¢ = 1. Es evidente que, si multiplicamos la funcion v

por una constante (3, entonces la funcién ¢’ = 51 es solucién de la ecuacién

h oy
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Por lo que si multiplicamos la solucion de la secciéon 1 por una constante arbitraria c,
entonces tenemos la solucién particular que deseamos para cualquier valor de c:

Y. = cy/merfi ( 7721;_:$) e g (28)

Por lo que la solucién general a la ecuacion (24) es

0w) = (evmerti () 500) +a) e "5 (20)

4. Demostracion que a |0) =0

Puede parecer que el ejercicio anterior entra en contradiccién con lo expuesto por
Javier en el capitulo 28, pero si bien es verdad que, como hemos demostrado la ecuaciéon
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a1y = ¢ no implica que ¢ = 0, debemos recordad cudl es el objetivo de éste calculo, en
el minuto 24:00 del capitulo 28 se plantea ese ejercicio en dos partes. La primera es
demostrar que ay) = ¢ = ¢ = 0 mientras que la segunda es calcular la funcién que
cumple aip = 0. Eso Javier plantea demostrarlo para v funciones arbitrarias, pero el
objetivo real de este ejercicio dentro del capitulo, es demostrar que a|0) = 0. Por lo
que podemos preguntarnos, que pasa si, en lugar de la ecuacién ai) = ¢, intentamos
resolver a |0) = ¢? La solucién general de la ecuacién arp = ¢ la hemos encontrado en
la seccion anterior, pero que pasa si ahora imponemos que sea un estado propio del

alay = a'e = ,/T;—;jxc =\ (30)

Por la forma de la funcién ¢ en (29) la tnica posibilidad para que se cumpla esta

operador afa?

ecuacion es, ahora si, que ¢ = 0.

Como complemento, existe otro camino para demostrar que a |0) = 0, sin recurrir
a ecuaciones diferenciales, en efecto, recordemos que |0) es, por definicion, el estado
propio de H con energia mas baja. Por otra parte, recordemos que [H, a] = —hwa, por
lo que si definimos |—1) = a|0)

[H,a]|0) = —hwa |0) = H|~1) — aBy |0) = —hw|—1) (31)
= H|-1) = (Eo — hw) |-1) (32)

Por lo tanto |—1) es un estado propio de H con energia Ey — fw < Ej, esto contradice
nuestra hipdtesis, entonces claramente algo estd mal, o bien |0) no puede ser el estado
de minima energia, lo que significa que no existe ningin estado con minima energia,
o bien |—1) no es un estado propio y algo hemos hecho mal. Segun la Wikipedia, la
definicion de estado propio es:

En algebra lineal, los vectores propios o autovectores de un operador lineal
son los vectores no nulos que, cuando son transformados por el operador,
dan lugar a un maultiplo escalar de si mismos, con lo que no cambian su
direccion.

Fijémonos que hay un pequeno detalle que puede salvar toda esta contradiccion, la
tnica forma de imponer que exista un estado de minima energia es imponer que |—1)
no sea un estado propio de H, pero esto solo es posible si, como querfamos, |—1) =

al0) = 0.



5. Calcular la normalizacion de |n)

Javier ha demostrado que, los estados
B=all0),  [2)=(a)?]0)
V2
estan normalizados, usemos ahora la hipétesis que el estado

ny = jn_!m*)“ 0)

(34)

estd normalizado, esto es cierto paran =1y n = 2, asi que supongamos que es cierto

para n = k, entonces normalicemos el estado

[k +1) = (a")**[0)

Usando que [N, (aT)k] = k(a")* y que por hipétesis (0] a*(al)*|0) = k!

(k+ 1]k +1) =

(0] a*

= (0] a*N(a")" [0) + (0] a*(a')" |0)
= (0fa

=

|
|
k+ 1)k = (k

Demostrando asi la hipétesis de induccion.

Hal)10) = (0] a" (N +1) (a')" |0)

(0]
F(a N [0) + k (0] a"(ah)¥ |0) + (0] a*
+1)

(35)



